FLUJO TRANSITORIO DE COUETTE

Fluido inicialmente en reposo entre dos placas planas paralelas
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fluido en reposo inicialmente

Se tiene un fluido inicialmente en reposo, entre dos placas planas
paralelas de infinita extension, separadas por una distancia & .
Ent =0, la placa superior se pone instantaneamente en
movimiento con una velocidad v, , mientras que la placa inferior
se mantiene fija. Se desea determinar el perfil de velocidad del
fluido en funcién de la posicién y del tiempo, v, (y,t).

Suposiciones

Condiciones transitorias (no es estado estable).
v,=0,v,=0.

v, varia en la direccién y, pero no depende de x nide z.
No se consideran efectos de borde.

No hay gradientes de presion.

Fluido newtoniano con propiedades constantes.

ouhwn =

Simplificacion de las ecuaciones de conservacion
La ecuacion de conservacion de masa, para flujo incompresible,
en coordenadas rectangulares es:

ov
ov, SN v, _ 0
ox oy 0z

donde se cancelan todos los términos segln las suposiciones.

La ecuacion de conservacion de momentum, para fluidos
newtonianos de propiedades constantes, en coordenadas
rectangulares, componente x es:

ov, [ ov, ov, ov, :|
p—=+p| v, +v, +v,

ot ox oy 0z
o%v, v, o } OP
+ +
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H[ o S ax P

que se simplifica a:

ov, o%v,
—X _p—x=0
at ?
o bien, reacomodando:
v, pd%, ov, %,
—x = - —X =y
ot p 3y ot o’

donde se ha introducido la definicién de la viscosidad cinematica,
v=pn/p. Setiene entonces una ecuacion diferencial parcial de
segundo orden, parabdlica, lineal, homogénea, de coeficientes
constantes.
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perfil en estado estable

Las condiciones de frontera son:

(1) eny=0: v, =0

X

(2) eny=38: v, =y,

y se necesita también una condicién inicial:

(iY)ent=0: v, =0
Una de las condiciones de frontera presenta un problema: no es
homogénea (es decir, no es igual a cero), lo cual dificultaria mas
adelante el proceso de solucién. Para evitar esta complicacion,
es necesario primero transformar este problema en uno con
condiciones de frontera homogéneas.

Transformacién en un problema homogéneo
Se plantea que la solucidn buscada se puede separar en una parte
estable y una transitoria:

v (yt) = s(y)+ u(y.t)

(estable) (transitoria)

donde se requiere que u(y,t) - 0 cuando t — «. Entonces, se
sustituye v, = s +u en la ecuacién diferencial:

ov, a%v, 0 o’
=v - —(s+u)=v (s+u)
at y* at *
0s Ou o*s ol
—t—=V|—+—
at ot oy

pero 0s / ot =0 porque s no depende de t, con lo que se tiene:

ou o*s ol

TV ot

ot - oy
Ahora se puede separar esta ecuacion en dos ecuaciones, una

para s y otra para u, de tal forma que si se sumaran se obtuviera
de nuevo la ecuacion original:

ou o 0 o%s
> Vo Y =V
ot oy oy

Respecto a las condiciones de frontera, asigna arbitrariamente
u =0 (eslo que se requiere) y luego se obtienen las condiciones
para s a partir del planteamiento original v, = s +u, es decir, de
s=v,—-u:
(Meny=0:v,=0 = u=0y s=0
(2)eny=0%8:v,=vy, = u=0y s=vy,

La condicidn inicial para u se deducird mas adelante. Ahora se
debe resolver cada problema por separado, para s y para u .
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Solucién para la parte estable s(y)
La ecuacion diferencial es:
2
Lj -0
dy

con condiciones de frontera:
(1) en y=0: s=0
(2) en y=38: s=vy,

(nétese que la ecuacién diferencial aparece ya en derivadas
ordinarias, puesto que s sélo depende de y,y que la viscosidad
cinematica v se ha eliminado al pasarla dividiendo al cero).

La ecuacion diferencial se resuelve por simple integracién, para
dar la solucién general:
s=Cy+C,

Luego de aplicar las condiciones de frontera, se llega a la solucidn
particular:

Solucién para la parte transitoria u( y,t)
La ecuacion diferencial es:
ou o%u
Loy
ot y*
con condiciones de frontera (homogéneas):
(1) en y=0: u=0
(2) en y=9%: u=0
y se necesita también una condicién inicial, obtenida a partir del

planteamiento original v, = s +u, es decir, u=v, —s, donde s
es la solucion estable obtenida anteriormente:

ent=0: vX=0ys=Lv0 -
)
Entonces, se llega a la condicién inicial para u :

(i) ent=0: u=—lv0

5

Para resolver la ecuacion diferencial, se aplica el método de
separacion de variables. Se asume que u(y,t) es el producto de
una funcién de y y una funcién de t:

u(y,e)=Y(y)7(¢)

(en este método, se suele indicar estas funciones con las mismas
letras que las variables independientes, pero en mayusculas).

Entonces, se sustituye u = YT en la ecuacidn diferencial:

2 2
w0 Lry =y (vr)
ot oy ot oy
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Como Y no depende de t se puede sacar como constante de la
primera derivada. Lo mismo se puede decir de T en la segunda
derivada, porque no depende de y, con lo que se obtiene:

2
Ya—T =vT o
ot ay*

Dividiendo entre vYT (la viscosidad cinematica v se deja del lado
mas sencillo de la ecuacion):

%Y

a1
Yﬁyz

vT ot

El lado izquierdo de la ecuacion tiene T y su derivada, que
dependen de t Unicamente (v es constante), mientras que el
lado derecho tiene Y y su segunda derivada, por lo que sélo
depende de y. El tiempo puede variar desde cero hasta infinito
(t >0), la posicion puede variar desde cero hasta la separacién
entre las placas (0<y<3§), y de alguna manera los dos
miembros de esta ecuacion siempre deben ser iguales entre si. La
Unica manera en que puede mantenerse la igualdad, es que sean
iguales a una constante, llamada constante de separacion.

Estrictamente, deberian considerarse tres casos para dicha
constante de separacién: cero, un valor positivo o un valor
negativo, pero resulta que so6lo una constante de separacidn
negativa da soluciones fisicamente posibles, por lo que los otros
dos casos no se analizaran.

Tomando la constante de separacion como 2%, se iguala cada
miembro de la ecuacion con la constante de separacién, y se
obtienen las dos ecuaciones diferenciales siguientes, cada una de
las cuales se debe resolver por separado:

LT N
vT ot dt

2 2
ia’::—xz - d—gmzyzo
Y oy dy

(ndtese que ahora se emplean derivadas ordinarias puesto que
cada funcion depende Gnicamente de una variable).

Solucién para la funcién del tiempo T(t)
AT e o
dt

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, lineal,
homogénea, que se puede resolver por separacion de variables:

ar = —v\T
dt

ar _ 2
T

J‘d—Tzkazj‘dt
T

InT = —v\’t +InC,
el = efv}lenCS

_ —i%t
T =Cse
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Solucién para la funcién de la posicion Y (y)
2

d—g +2Y =0

dy

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,
lineal, homogénea, de coeficientes constantes, que se puede
resolver por el método de la ecuacion caracteristica. Para ello,
primero se escribe la ecuaciéon empleando la notacién D para
derivadas:

DY +NY =0
y se “factoriza” Y :

(D*+2)y =0
La ecuacion se vuelve cero cuando cualquiera de los dos
“factores” es cero. Obviamente Y no puede ser cero (el perfil de
temperatura no dependeria de y ), por lo que debe ser (DZ + }3)

lo que la haga cero. De aqui se obtiene la ecuacidn caracteristica,
remplazando el operador diferencial D por una variable m:

m+22 =0

Resolviendo la ecuacion caracteristica:

m? = -)2
m = VX
m = tAi

Se obtienen raices imaginarias ya que, por definicién, —A* es un
nimero negativo. Como son raices imaginarias conjugadas, la
solucion para Y esta dada por funciones trigonométricas:

Y =C,cos(hy)+Cssen(Ay)

Solucién para la parte transitoria u(y,t)
(continuacion)

Una vez que se obtuvieron las soluciones para T y Y, se puede
escribir la solucion completa para u :

u(y,t) =Y(y)7(¢)
u(y,t)=[C,cos(hy)+Cs sen()Ly)][CSvakzt}

Aparentemente hay tres constantes, C;, C, y Cs, pero en
realidad so6lo son dos, porque el producto de una constante
desconocida por otra constante desconocida, es simplemente una
constante desconocida. Por lo tanto, se define las combinaciones
de constantes A=C,C; y B =C((s,y la solucién se vuelve:

u(y,t)=[Acos(hy)+ Bsen(ky)]e—vxzf

Esta es la solucién general para u en la que se deben aplicar las
condiciones de frontera e inicial, para encontrar las tres
constantes desconocidas A, B y A. Estas condiciones,
planteadas anteriormente son:

(1) en y=0: u=0
(2) en y=0%: u=0
(i) ent=0: u=7%VO
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Aplicando la condicion de frontera (1):
0=[Acos(0)+ Bsen(O)]e’Vﬁ
cos(0) =1y sen(0) =0, con lo que se tiene:
0= Ae™™

, . —wi2
Al pasar dividiendo la funcién exponencial e K

con lo que la solucién queda simplemente:

se tiene A=0,

u(y,t) = Bsen(ky)e"’ﬁ
Ahora se aplica la condicién de frontera (2):

0= Bsen(XB)e’m

2
Nuevamente, se pasa dividiendo e™***:

0 = Bsen(A3)

pero ahora no se puede pasar también dividiendo sen(ké)
porque entonces se tendria B =0, y eso haria que u(y,t) =0
siempre, eliminando por completo la parte transitoria de la
solucién. Entonces, como B no puede ser cero, se llega a la
conclusién que sen(m) =0. Sin embargo, mas de un valor del
argumento hace que la funcién seno sea cero:

sen(m) =0
sen(2n) =0
sen(3m) =0
sen(nm) =0

para cualquier valor de n entero. Igualando sen(3) = sen(nm)
se deduce que A8 =nn, por lo que A=nn /3. Pero habrd un
ndmero infinito de A, una para cada valor de n, por lo que se
identifican con un subindice:

estos valores de A, son los valores caracteristicos de este
sistema. Ademas, para cada valor de lambda se tiene una
solucién u diferente, con su correspondiente constante B
desconocida, también identificadas con subindice:

u,(y.t) =8B, sen(xny)e’v}‘"zt

¢Cual de estas soluciones es la que se necesita? Todas.
La verdadera solucién u(y,t) es la combinacién lineal de todas
estas soluciones:

0

u(y.t) = D u,(nt)

n=1

u(y,t)= ZB" sen(h,y)e
n=1

Para encontrar las constantes B, , la Unica pieza de informacién
que queda es la condicién inicial, que al aplicarla reduce la
solucion a:
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—%vo = ;Bn sen(h,y)

Para encontrar B, , se emplea la propiedad de ortogonalidad de
las funciones seno (consultar “Series de Fourier” en libros de
Ecuaciones Diferenciales). Primero se sustituye A, =nn /§:

y N ny
-V, = B sen| ——
YA

. L. mmny
y multiplicar toda la ecuacion por sen 5 :

y mmy - nmy mmy
—=—V,sen = B sen| —— [sen
5°(sj;"(6j[6j
e integrar con respectoa y de 0 a §:
5 fgd
y mny J‘ nmy mmny
—=—v, sen dy = B_sen| —— |sen| ——
La”[sjy o;"(sj(zs)dy

Aplicando la propiedad de linearidad de la integracion respecto a
la sumatoria, y sacando —v, /8 y B, como constantes:

v, J“"’ mmy - J‘5 [nny] [mny]
-— sen dy = B, | sen| —— |sen| —= |d
5 407 [ 5 jy Z "), 5 5 )Y
Ahora bien, sen(nmy /&) y sen(mmy /3) son ortogonales, es

decir:
3
I sen(ﬂ)sen( my jdy =0 sim=#n
0 1) )

Como la unica integral que no es cero es cuando m=n, esto
efectivamente colapsa toda la sumatoria a un Unico término.
Sustituyendo m=n:

3 3
Yo ysen[ﬂjdy = an sen? (ﬂjdy
S Jo ) 0 d

Despejando B, :

Después de efectuar las integraciones, sustituir limites y
simplificar términos, se llega a:

_ 2v, (_1)"

nm
o bien, como nm=1,5:

_ 2 (<)’
" X0

n

Recordando que la solucién para u(y,t) es:

u(y,t)= ZB,, sen(h,y)e M
n=1
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al sustituir B, se tiene:

o

2v, (-1)" :
u(y,t) = Z%sen(lny)e’“" ¢

n=1 n

Como el factor 2v, /8 no depende del indice n de la sumatoria,
se puede sacar como factor comun, con lo que se llega a la forma
final de la solucién para u:

- (-1)" :
u(y,t) = Zﬁz%sen(kny)e’w‘" ¢

é
n=1 n

Solucién final: perfil de velocidad v, (y,t)

Recordando que v, (y,t) =s(y)+u(y.t), lo Gnico que falta es
sumar las dos soluciones para obtener el perfil de velocidades:

_J 2vy N (-1)’

n=1 n

w2t

sen(L,y)e

- nm
donde los valores caracteristicos son A, = 5

Con esta solucién analitica es posible calcular la velocidad del
fluido en cualquier posicion y y en cualquier tiempo ¢t .

Pagina 4 de 4



