CONDUCCION UNIDIMENSIONAL TRANSITORIA

Calentamiento de una barra recta con temperaturas constantes en los extremos

Considérese una barra recta de longitud L aislada lateralmente,
con seccion transversal A uniforme, que se encuentra
inicialmente a una temperatura T,. En t=0 se eleva
instantdneamente la temperatura del extremo izquierdo a T, y se
mantiene constante, mientras que el extremo derecho se
mantiene a la misma temperatura T,. Se desea conocer el perfil
de temperatura de la barra en funcién de la posicién y del tiempo,
T(x,t).
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Suposiciones

Condiciones transitorias (no estado estable).

So6lo hay flujo de calor en la direccién x.

La temperatura dependede x y t,peronode y o z.
No hay generacién de calor.

Soélido con propiedades constantes.

oA wN 2

Balance de energia y ecuacion diferencial

Se considera un volumen de control de longitud Ax, que tiene un
area de seccién transversal A. Las diversas contribuciones al
balance de energia (todas en joules) son:

Entrada de energia por

conduccion en x

Salida de energia por

conduccion en x + Ax

No hay generacion

Acumulacion de energia en el volumen
de control (final - inicial)

q, \X AAt

q, \HAX AAt

pcp T, AAx —pc, T|, AAx

t+At

El balance de energia E - S + G = A queda:

q,|, At —q,| . AAt=pc,T|,,,, AAx —pc, T| AAx

t+At

Dividiendo entre AAXAt :

qX‘x _qX‘mAx _ T‘t+At 7T‘t
Ax TP T

Comparando con la definicién de la primera derivada:

dx  Aax—0 Ax
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se ve que es necesario invertir el orden de los términos en la
primera fraccion, sacando un signo negativo enfrente:

— qX‘erAx _qx‘x _ pC ‘HAt _T‘t
= Ptp
Ax At

Entonces, tomando limites cuando Ax — 0 y At — 0 se obtiene
la ecuacion diferencial que describe la transferencia de calor
transitoria en la barra:

B oq, oT

o T
x P

Ahora, se introduce la ley de Fourier de la conduccion
(q, =—kOT / ox ) con lo que la ecuacidn diferencial queda:

_i(_kﬂj, S
ax ) PP

Como la conductividad térmica es constante:

k62T_ o oT
. P

o bien, agrupando las propiedades del sélido:

k &*T _ oT

pc, x> ot

Se define la difusividad térmica a=k /pc, para escribir la
ecuacidn diferencial en su forma final:

or _ o°T

—=a
ot ox?

Esta es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden,
parabdlica, lineal, homogénea, de coeficientes constantes. Las
condiciones de frontera dadas en el planteamiento del problema
son:

(1) enx=0: T=T,
(2)enx=L: T=T,

y se necesita también una condicion inicial:
(ent=0: T=T,

Las condiciones de frontera presentan un problema: no son
homogéneas (es decir, no son ceros), lo cual dificultaria mas
adelante la obtencién de una solucién. Para evitar esta
complicacidn, es necesario primero transformar este problema en
uno con condiciones de frontera homogéneas.

Transformacion en un problema homogéneo
Se plantea que la solucién buscada se puede separar en una parte
estable y una transitoria:

T(x,t)= s(x)+ u(x,t)

(estable) (transitoria)

ademas, se requiere que u(x,t) — 0 cuando t —> o . Entonces,
se sustituye T = s +u en la ecuacion diferencial:
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oT 8°T o o2

—=a — —(s+u)=a s+u
ot ox? ot ( ) ox? ( )
s ou o*s  o%u
—+—=0q +
ot ot ox*  ox?

pero 0s / 0t =0 porque s no depende de t, con lo que se tiene:

ou 9*s  o%u

Y RSy

ot ox ox
Ahora se puede separar esta ecuacion en dos, una para s y otra
para u, tal que sumadas den la ecuacion original:

ou 8%u _ 8%s
—_ (172 0 = (172
ot Ox ox

Respecto a las condiciones de frontera, se puede asignar
arbitrariamente u =0 (que es lo que se necesita) y luego se
obtienen las condiciones para s a partirde T = s+ u, es decir, de
s=T-u:

(Denx=0:T=T, = u=0y s=T,

2)enx=L: T=Ty, = u=0y s=T,

La condicion inicial para u se deducird mas adelante. Ahora se
debe resolver cada problema por separado, para s y para u.

Solucién para la parte estable s(x)

La ecuacidn diferencial es:

con condiciones de frontera:
(1) enx=0: s=T,
(2) enx=L: s=T,

(ndtese que la ecuacién diferencial es en derivadas ordinarias,
puesto que s sdlo depende de x,y que o se ha eliminado al
pasarla dividiendo al otro lado).

La ecuacion diferencial se resuelve por simple integracién, para
dar la solucién general:

s=Cx+C,

Luego de aplicar las condiciones de frontera, se llega a la solucidn
particular:

X
5:7'1+(T0_T1)I

Solucion para la parte transitoria u(x,t)
La ecuacién diferencial es:

ou o%u

a_,

ot ax?

con condiciones de frontera:
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y se necesita también una condicidn inicial, obtenida a partir de
T=s+u, es decir, u=T —s, donde s es la solucidén estable
obtenida anteriormente:

ent=0: T=T, ys:T1+(T0—T1)%

u=T-5s - “:To—[THr(Tg—TJ%}
Después de reacomodar, se llega a la condicidn inicial para u:
H X
() ent=0: u=(T, _T1)(1_fj

Para resolver la ecuacién diferencial, se aplica el método de
separacion de variables. Se asume que u(x,t) es el producto de
una funcién de x y una funcion de ¢t :

u(x,t)=Z(x)w(t)

(en algunos libros de ecuaciones diferenciales, se plantean las
funciones empleando las mismas letras que las variables
independientes, pero mayusculas, pero en este caso habria
confusion porque T ya se estd usando para la temperatura).

Entonces, se sustituye u = ZW en la ecuacion diferencial:

ou 0%u 0 0°
- _ —(ZW) =a———(ZW
o o - ot (ZW) = ox? (zw)

Pero como Z no depende de t se puede sacar como constante
de la primera derivada. Lo mismo se puede decir de W en la
segunda derivada, obteniendo:
w 2z
ow W 0

ot ox?

Dividiendo entre aZW (la difusividad térmica a se deja del lado
mas sencillo de la ecuacién):

1 oW _18°Z

aW ot Z ox?

El lado izquierdo de la ecuacién tiene W y su derivada, que
dependen de t Unicamente (a es constante), mientras que el
lado derecho tiene Z y su segunda derivada, por lo que sélo
depende de x. El tiempo puede variar desde cero hasta infinito
(t =0), la posicién puede variar desde cero hasta la longitud de
la barra (0 < x <L),y de alguna manera los dos miembros de
esta ecuacidn siempre deben coincidir. La Unica manera en que
puede mantenerse la igualdad, es que sean iguales a una
constante, llamada constante de separacion.

Estrictamente, deberian considerarse tres casos para dicha
constante de separacion: cero, un valor positivo o un valor
negativo, pero resulta que sdlo una constante de separacion
negativa da soluciones fisicamente posibles, por lo que los otros
dos casos no se analizaran.

Tomando la constante de separacion como —)2, se iguala cada
miembro de la ecuacidén con la constante de separacion, y se
obtienen las dos ecuaciones diferenciales siguientes, cada una de
las cuales se debe resolver por separado:
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1 oW dw

— =X - — +oNW =0
aW ot dt
2 2

iaf:_z > dfw&z:o
Z 0Ox dx

(ndtese que ahora se emplean derivadas ordinarias puesto que
cada funcion depende Unicamente de una variable).

Solucién para la funcion del tiempo W (t)

aw
—+oW =0
dt
Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, lineal,
homogénea, que se puede resolver por separacién de variables:

aw__ —o’W
dt
aw_ —ar2dt

J'd—W - —(xkzj.dt
w

InW = -od’t +InC,

eV _ eﬂmzprlnc3

W = Cie ™
Solucién para la funcién de la posicion Z(x)

d*z
X2

+2Z=0

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden,
lineal, homogénea, de coeficientes constantes, que se puede
resolver por el método de la ecuacidn caracteristica. Para ello,
primero se escribe la ecuacién empleando la notacién D para
derivadas:

D*Z+)3Z=0
y se “factoriza” Z:
(D*+2)z=0

La ecuacion se vuelve cero cuando cualquiera de los dos
“factores” es cero. Obviamente Z no puede ser cero (el perfil de
temperatura no dependeria de x ), por lo que debe ser (D2 + 73)
lo que la haga cero. De aqui se obtiene la ecuacion caracteristica,
remplazando el operador diferencial D por una variable m:

m>+X =0

Resolviendo la ecuacion caracteristica:

m® = )2
m = +v-)?
m=+tM

Se obtienen raices imaginarias ya que, por definicién, —)? es un
nuimero negativo. Como son raices imaginarias conjugadas, la
soluciéon para Z esta dada por funciones trigonométricas:

Z =C,cos(Ax)+ Cgsen(x)
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Solucion para la parte transitoria u(x,t)
(continuacion)
Una vez que se obtuvieron las soluciones para W'y Z, se puede
escribir la solucion completa para u :
u(x,t)=Z(x)W(t)
u(x,t) =[C, cos(Ax) +C; sen(kx)][@e’“ﬁ}

Aunque aparentemente hay tres constantes, C,, C, y C,, en
realidad s6lo son dos, porque el producto de una constante
desconocida por otra constante desconocida, es simplemente una
constante desconocida. Por lo tanto, se define las combinaciones
de constantes A=C,C; y B =C.(C,,y lasolucion se vuelve:

u(x,t) = [Acos(kx) + Bsen(kx)]e"“zf

Esta es la solucién general para u en la que se deben aplicar las
condiciones de frontera e inicial, para encontrar las tres
constantes desconocidas A, B y XA. Estas condiciones,
planteadas anteriormente son:

(1) enx=0: u=0
(2 enx=L: u=0

(i) ent=0: UZ(TO_T1)(1_%j

Aplicando la condicién de frontera (1):
0=[Acos(0)+ Bsen(O)]e’“Kzt
cos(0) =1y sen(0) =0, con lo que se tiene:
0= Ae "

—oi’t

Al pasar dividiendo la funcidn exponencial e se tiene A=0,

con lo que la solucidn queda simplemente:
u(x,t)= Bsen(lx)e'“}‘zt
Ahora se aplica la condicion de frontera (2):
0= Bsen(XL)e’“m
Nuevamente, se pasa dividiendo et
0 = Bsen(AL)

pero ahora no se puede pasar también dividiendo sen(kL)
porque entonces se tendria B =0, y eso haria que u(x,t) =0
siempre, eliminando por completo la parte transitoria de Ia
solucién. Entonces, como B no puede ser cero, se llega a la
conclusién que sen(kL) =0. Sin embargo, mas de un valor del
argumento hace que la funcién seno sea cero:

sen(m) =0
sen(2m) =0
sen(3n)=0

sen(nm) =0

para cualquier valor de n entero. Igualando sen(AL) = sen(nm)
, se deduce que AL =nm, por lo que A=nn /L. Pero hay un

Pagina 3 de 4



numero infinito de A, una para cada valor de n, por lo que se
identifican con un subindice:

estos valores de XA, son los valores caracteristicos de este
sistema. Ademas, para cada valor de lambda se tiene una solucion
u diferente, con su correspondiente constante B desconocida,
también identificadas con subindice:

u, (x,t) = B, sen(%,x)e "

¢Cual de estas soluciones es la que se necesita? Todas.
La verdadera solucion u(x,t) es la combinacion lineal de todas
estas soluciones:

0

u(x,t) = Zun (x,t)

n=1
u(x,t) = ZB” sen(h,x)e %t
n=1

Para encontrar las constantes B, , la Unica pieza de informacién
que queda es la condicion inicial, que al aplicarla reduce la
solucion a:

(T, -T) ( j ZB sen(A,x) e (0)

(T, -T,) (1_7) ZB sen(),x)

B_ se puede encontrar en este caso de forma mas o menos

n

directa, comparando esta ultima ecuacién con una serie de
Fourier. En primer lugar, se sustituye A, = nn / L para tener:

(T,-T,) [1—fj ZB sen( "”Xj

Dado que el perfil de temperatura se busca sélo para valores de
x entre 0y L, se puede comparar esta Ultima ecuacion con la
definicion de una extensidn impar de la serie de Fourier (serie de
senos):

©
nnx
= E b,sen——
L

n=1

con lo que se ve que los coeficientes buscados B, son
precisamente los coeficientes b, de la serie de senos, y que la
funcién f(x) es lo del lado izquierdo de la igualdad:

X
£ = (-1 1- %
Entonces, la formula para los coeficientes es:

—j en—dx

por lo que se tiene que:

sl e
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Las temperaturas son constantes:

2(T, - T, L
:MJ. (1_ stennLdX
0 L L

§ L

Después de integrar, sustituir limites y simplificar términos, se
llega a:

g 2AT=T)
nm
o0 bien, como nt =X, L:
p 20T
A,L

Recordando que la solucién para u(x,t) es

u(x,t) = ZB” sen(,x)e
n=1

al sustituir B, se tiene:

u(x,t) = 272(7; LT 1) sen(h,x)e

n=1 n

Como el factor 2(T, —T;) /L no depende del indice n de la
sumatoria, se puede sacar como factor comun, con lo que se llega
a la forma final de la solucién para u:

u(x,t) _ 2(T0 _T1) i sen(knx) e—uxnzz

L A

n=1 n

Solucidn final: perfil de temperatura T(x,t)

Recordando que T(x,t)=s(x)+u(x,t), lo tnico que falta es
sumar las dos soluciones para obtener el perfil de temperatura:

2Ty 1) < sen(ig®)
P n,

n=1

T(x,t) =T, +(T, —T1)%+

donde los valores caracteristicos son &, = 0

Con esta solucion analitica es posible calcular la temperatura en
cualquier punto x de la barra en cualquier tiempo ¢ .
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